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RESUMO: Neste trabalho apresentamos o estudo dos modelos matematicos tradicionalmente
utilizado para descrever a dinamica de populacdo envolvendo predadores e presas (equacdes
de Lotka-Volterra). Para isso foi realizado solu¢es numérica das equagdes predador-presa
pelo método Range-Kutta de quarta ordem e andlise da estabilidade do sistema em torno dos

pontos de equilibrio estavel.

PALAVRAS-CHAVE: LOTKA-VOLTERRA, DINAMICA POPULACIONAL,
ESTABILIDADE DE SISTEMAS

INTRODUCAO

O foco deste estudo serd baseado no modelo de dindmica populacional proposto por
Vito Volterra (1926) e Alfred Lotka (1932), que considera interacfes entre duas espécies que
vivem em um mesmo ambiente, onde uma delas se alimenta da outra, que por sua vez se
alimenta de outros recursos, por exemplo, o classico caso do lince canadense (predador) e
lebre americana (presa). O modelo ficou conhecido como Lotka-Volterra que descreve a
dindmica populacional do sistema tipo predador-presa, através de um par de equacdes
diferencias, ndo lineares de primeira ordem, que € o modelo mais simples a descrever
interacdes entre duas espécies. O modelo estuda o comportamento temporal das populagfes
de duas espécies distintas de animais coexistindo numa certa regido (BOYCE, 2006, TOME,
2001).

Modelo Predador-Presa
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O modelo representa um exemplo de descricdo de um fendmeno ndo-linear, que
considera apenas duas espécies. O modelo apresenta duas componentes: x e y, que Sa0
respectivamente o numero de presas e predadores presentes em uma populacdo. Tais equagdes
ndo descrevem completamente as complexas relagdes existentes na natureza, entretanto € um
modelo simples e um importe passo para entender os complexos fendmenos de interacdo que
acontece na natureza (BEGON, 2007; MOREIRA, 2012).

Boyce (2006) descreve que para modelagem do sistema predador-presa, considera-se
um ambiente fechado, em que exista duas populagfes em situacdo em que uma das espécies y
se alimenta da outra x, e a x se alimenta de outro tipo de comida e adota-se as seguintes

hipoteses:

e Na auséncia de consumidores (predadores), y(t) = 0, a populacdo de presas aumenta
exponencialmente (taxa proporcional a populagdo atual), ou seja, sem nenhum tipo de
resisténcia: assim, resultando em dx/dt = ax, onde a é uma constante positiva (a >
0).

e Taxas que dependem da frequéncia com que os predadores e presas se encontre,
sendo elas proporcionais ao produto das duas populac¢des. Esses encontros tende a
diminuir o crescimento da populacédo de presas e aumentar a de predadores. Portanto a
taxa de crescimento da populacdo de predadores é aumentada pelo termo yxy e taxa
de crescimento da populacéo de presas € diminuida pelo termo —axy, onde a e y séo
constantes positivas (ax e y > 0).

e Na auséncia de presas, o predador ¢é levado a extin¢do, pois faltara alimento para o
mesmo, sendo descrito pelo termo dy/dt = —cx, onde ¢ é uma constante positiva
(c >0).

Assumindo as hipoteses acima, temos o par de equag¢fes do modelo predador-presas:

dx/dt = ax — axy = x(a — ay)
(1)

dy/dt = —cy + yxy = y(—c + yx)

Modelo Predador-Presa com saturagao



Para 0 modelo com saturacdo adiciona-se a equacao 1 de presas (dx/dt) o termo do
tipo (—kx?) com k sendo uma constante positiva. (BOYCE, 2006; SOBRINHO, 2015)

Modelo Predador-Presa com extingéao

O modelo que apresenta extin¢do pode ser descrito por meio do modelo predado-presa
com saturacdo, sendo que a principal diferenca entre eles, estd no valor atribui a constante que
esta relacionada a dependéncia da sobrevivéncia de predadores na auséncia ou diminuicdo da
populacdo de presas, portanto, relacionado com o valor da constante ¢ (BOYCE, 2006;
SOBRINHO, 2015).

MATERIAIS E METODOS

Utilizou-se a linguagem de programacdo FORTRAN e o método de Range-Kutta de
4°ordem para a solucionar numericamente as equacoes de Lotka-Volterra (modelo predador-
presa), modelo predador-presa com saturacdo e modelo predador-presa com extingdo. Os

graficos foram gerados com software Origin® 6.0.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Modelo Predador-Presa
Paraa=1.0,c=0.75, a = 0.5, y = 0,5 temos os resultados da:

v' Figura 1 (a) apresentando curvas fechadas (orbitas fechadas) em torno de um ponto de
equilibrio, representando assim, uma variacdo ciclica das populagdes descritas pelo modelo
Predador-Presa. Verifica-se que o sistema apresenta um equilibrio estavel em torno das

populacdes x(t) = 1,5 e y(t) = 2,0.

v' Figura 1 (b) é possivel ver uma relacdo entre a populacdo de presas e predadores, na
qual, elas apresentam variacdes ciclicas, essas oscila¢cBes sdo tipicas do modelo Lotka-

Volterra e independente dos valores escolhidos para as condi¢des iniciais ou para 0S



parametros, tais oscila¢bes ocorrera. Podemos notar que conforme a populacdo de presas
aumenta, o numero de predadores também cresce, isso ocorre devido a disponibilidade de
alimento (presas), assim, aumentando a predacdo e diminuido o crescimento das presas,
resulta posteriormente em uma diminuicdo da populagcdo de presas. A populacdo de
predadores ira atingir o seu maximo, e devido a falta de alimento comecard a diminuir
também. Com essa diminuicdo da populacdo de predadores, a predacdo também ird diminuir,
isso faz com que a populacgdo de presas, que atingiu um valor minimo, volte a crescer. Dessa
forma o sistema apresenta oscilages com periodos e amplitudes constantes ao longo do

tempo.
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Figura 1: (a) Representacdo da solucdo do modelo predador-presa para varias condi¢bes

iniciais de presas (x) e predadores (y). (b) variagdes da populacdo de presa (x) e predadores

(y) em funcéo do tempo para condicdo inicial (x = 2,0 ey = 1,5).

Modelo Predador-Presa com saturacao
Paraa=1.0,c=0.75a=0.5y=0,5, k=0.5, temos:

v" Figura 2 (a) observa-se uma estabilidade assintotica, onde independente das populacdes
de presa e predadores iniciais, as populacGes exibem uma evolucdo assintotica para condi¢ao

estacionaria estavel (x=1,5ey=0,5).

v" Figura 2 (b) observa-se a dependéncia da populacdo de presas e predadores no tempo.
Pode-se notar a saturacdo de predadores e presas para as populac@es respectivamente de 0,5 e

1,5 para tempos maiores de 20 (t>20).
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Figura 2: (a) Populacdes de predadores (y) e presas (x) seguindo um campo de direcdes, para
diversdo condigdes iniciais de x e y. (b) Variacdo da populacédo de predadores (y) e presas (X)

em funcdo do tempo (t), para condicdo de x =3,0ey =2,0.

Modelo Predador-Presa com extingao
Paraa=1.0,c=15 a=0.5v=0,5, k=0.5, temos:

v" Figura 3 (a) observa-se uma estabilidade assintotica, onde independente das populacdes
de presa e predadores iniciais, as populacfes exibem uma evolucdo assintotica para condicao
estacionaria estavel (x=2,0 ey =0).

v" Figura 3 (b) nota-se que devido ao aumento da constante ¢ o sistema apresentou uma

alta mortalidade dos predadores, levando-o a extingéo.
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Figura 3: (a) Campos de direcdes das populacdes de predadores (y) e presas (x), para Varias



condigdes iniciais de x e y. (b) Variacdes das populacgdes de predadores (y) e presas (x) em

funcdo do tempo (t), para condicdo inicial de x=1,0e y=2,0.

CONCLUSOES

Os modelos predador-presa apesar de ndo descrever a complexas relagdes existentes na
natureza, € um primeiro passo para o entendimento das interagdes do tipo predador-presa,
podendo ser de grande ajuda, por exemplo, no controle bioldgico de pragas, onde o objetivo é
inserir predadores criados em laboratorios na lavoura para controlar a populacdo de pragas,
assim, estabelecendo um sistema estavel e reduzindo os danos econdmicos que tais pragas
poderiam trazer. Os modelos estudados descrevem uma ampla variedade de sistemas, que
variam desde um sistema que apresenta oscilacbes com amplitudes e periodicidades
constantes até sistema que apresentam campos de direcfes que levam a extincdo de uma

espécie.
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